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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdéglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am TBA von TBA Uhr im Zoom statt. Termine zur mindlichen Ergén-
zungsprufung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegentber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Beweisen Sie, dass 37t + 237+ fiir alle n € N, durch 5 teilbar ist.
3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie den Funktionenraum F' = {f :[0,1] — R}. Entscheiden Sie mit Begrin-
dung ob die Funktionen in folgenden Teilmengen von F' linear abhangig oder unabhangig
sind. Geben Sie im Fall der linearen Abhangigkeit eine Darstellung der Nullfunktion und
die gréBte linear unabhangige Teilmenge an.

(@ A={f,g,h} C F mit

(b) A={f,g,h} C F mit
f@)=1+z, gx)=2+z h(z)=1+2
(c) A={f g} C F mit
fx)=0, g(x)=In(z+1)
(d) A={f g} CF mit
f(z) =sin(z), g(x) = cos(z)

2+2+1+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 3.
Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis von
a) V={peP:p(0)=0}

b) V =span{l —2z,2x — 22,1 — 22 1+ 2%} C P,

4+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Betrachten Sie die beiden Vektoren
1 2
u=| 0], v=1|1
1 0
aus dem R3.
(a) Zeigen Sie, dass
U:{mER3 | z=au+ o, a,BGR}

ein Unterraum von R3 ist.
(b) Geben Sie eine Orthonormalbasis von U an.

(c) Welcher Vektor u* € U ist die beste Approximation von

(d) Wie lautet die Abbildung der Bestapproximation z* : R> — U fiir einen allgemeinen
Vektor

8
I
A/
Q oo
~

mit a, b, c € R?

1+3+2+1 Punkte
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Aufgabe 5.
Gegeben seien die Abbildungen

r—y
p:R> 5 R3 (z,y) — 2z
Yy + 5%

und
PR3 SR (z,y,2) —mz+y+=z

a) Zeigen Sie die Linearitat der Abbildungen ¢ und 1.

b) Identifizieren Sie jeweils die zugehdrige Matrix.

c) Bilden Sie die Verknlpfung 1 o ¢ und geben Sie die Matrix an.
d) Diskutieren Sie die Verknlpfung ¢ o 1.

3+2+2+1 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem:
11 1 -1 1
13 2 -3 s
2 4 1 -3 [*7 |1
1 1 1-2a 242« 2

(a) Bringen Sie das lineare Gleichungssystem auf Treppenform.

(b) Fir welche «, 8 € R ist das lineare Gleichungssystem eindeutig, mehrdeutig oder
gar nicht I6sbar?

(c) Geben Sie die Lésung flira = -2, 5 =1 an.
3+2+2 Punkte
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Aufgabe 7.
Betrachten Sie die folgenden Matrizen und berechnen Sie die Determinanten mit minimaler
Rechnung. Tipp: Benutzen Sie auch allgemein Eigenschaften der Determinante. Welche
der Matrizen sind unter welchen Umsténden invertierbar?

(@)

0 0 0 2
4_]0 0 2 V5
1o 2 1 2
2 100 —999 7

(b) Mita € R
1 2 V2 4
oo 1 o0
A=1o6 7 15
00 6 a

(c)

1 -2 2
A=| -1 2 =2
2% Vo 288

(d) Mita € R
0 a 0000
a 00000
000a 00
4=l 00400 0
00000 a
0000 aao 0

2+2+1+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie die Matrix
-1 0 0 -1
0 1 o O
B= 0 3 1 0
-1 0 0 -1

mita € R

(a) Geben Sie ein a an, sodass B diagonalisierbar ist, mit orthogonalen Eigenvektoren?
Warum?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von B fir o = 3.
(Tipp: Ein Eigenwert ist A = —2)

(c) Zeigen Sie: Fir o = 0 lautet das charakteristische Polynom
pp = A* —3)\? 4+ 2)\, mit Nullstellen A € {-2,0,1}

(d) Zeigen Sie, dass B mit a = 0 nicht diagonalisierbar ist.

1+4+2+2 Punkte
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Aufgabe 9.
a) Finden Sie alle L6sungen der Gleichung

25 = 644,

b) Geben Sie die erste archimedische Eigenschaft:
"FUr jedes z € R, gibteseinn e Nmitz <n"
mit den logischen Quantoren v, 3 an. Beweisen Sie anschliessend die Aussage.
Tipp: Beweis durch Widerspruch.

2+3 Punkte
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Aufgabe 10.
a) Untersuchen Sie die folgende Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenen-
falls den Grenzwert

B 4n? + 100 b — VA4n2 +Tn — 2n

8n2—3n’ > " 8n

Qn

b) Beweisen Sie mittels der Definition die Konvergenz der Folge

1
Cn = —5.
n2

442 Punkte
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Aufgabe 11.
a) Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert:
oo (2i)F 4 3k1

k
k=1 5

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Z cos(n) (g)n

n=0

4+2 Punkte
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Aufgabe 12.
Sei fr: (—1,1) — R mit

fk(x):{l)n(x)x x>0 (1)

xr <0.

a) Was ist das kleinste n € N, sodass f> ¢ C"((—1,1))? Hierbei bezeichnet C"((—1,1))
die Menge der reellwertigen Funktionen mit Definitionsbereich (-1, 1), die n-mal ste-
tig differenzierbar sind.

b) Geben Sie die Potenzreihenentwicklung von f; um den Punkt z = 1 an und bestim-
men Sie den Konvergenzradius.

Tipp: Benutzen Sie die Potenzreihenentwicklung von In(1 + y).

4+4 Punkte
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Aufgabe 13.
Sei

_Jz(2-12) z€0,2]
foz) = {_(x —2)(4—2z) z€(2,4]

und f : R — R die periodische Fortsetzung von f, auf R
f(xz) = folx — 4k) Vo € [4k,4(k + 1)), Vk € Z.
a) Analysieren Sie f auf Differenzierbarkeit.
b) Wieviele Lésungen hat die Gleichung f(z) =« ?

44+3 Punkte
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Aufgabe 14.
Sei f: (0,1] — R gegeben durch

e (2)

a) Finden Sie alle Minima der Funktion f.

1
pt

b) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt x =

4+2 Punkte
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Aufgabe 15.
a) Zeigen Sie anhand des Zwischenwertsatzes den Mittelwertsatz der Integralrech-
nung, d.h. Fir f € C°([a, b]) gibt es ein & € [a, b] mit

b
f©)b-a) = [ fa)d
b) Berechnen Sie das uneigentliche Integral

/ x exp(10 — z?) du.
0

/0 sin?(z) d.

c) Berechnen Sie das Integral

A

3+3+2 Punkte
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