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Professurvertreter Dr. Jan Giesselmann gg ‘

Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Mathematische Grundlagen | (CES) | WS 2017
Klausur | 15.03.2018

Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 26.03.2018 von 10:00—13:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebdudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergéanzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Die Fibonacci-Folge {x} ist durch

r1 =1, xo =1, Tk = Th—1+ Th—2

rekursiv definiert. Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass

n

2
E Ty = TpTn+1
k=1

gilt.
3 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Untersuchen Sie die folgende Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenen-
falls den Grenzwert

_ 6n2+ 6 b 1
2n3 +5n" " 16n2 +4 — 4n’

Qn,

b) Beweisen Sie mittels der Definition die Konvergenz der Folge

n2

4n2 —2°

Cp —

4 Punkte
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Aufgabe 3.
(a) Betrachten Sie die Reihe
=21
> “ag2k
k=0

Far welche = konvergiert sie? Werten Sie die Reihe fiir die konvergenten Félle aus.

(b) Untersuchen Sie, ob die Reihe

i (—1)kE!
— (2k)!
absolut konvergiert.

(c) Untersuchen Sie die folgende Potenzreihe. Bestimmen Sie fir welche = € R die Po-
tenzreihe konvergiert.

oo

fl@)=> e "(z—10)"

n=0

4.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Ist die Funktion f : Rt — R mit

fw) = {L"(x) e

in zo = 0 stetig?
2 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie die Funktion f(x) = sin(z? — 4).

a) Geben Sie das Taylorpolynom 2. Grades T5(x) zum Entwicklungspunkt zo = 2 an.

b) Sei I = [zg — I, 20 + d] Mit 0 < § < 1. Bestimmen Sie eine mdglichst kleine Schranke

fir den Fehler
max |f(z) — Ta(a)|

4 Punkte
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Aufgabe 6.
(a) Wie viele Extremstellen kann das Polynom

p(7) = agx® + azz® + axz® + a1z + ag
maximal besitzen? Begriinden Sie lhre Antwort.
(b) Finden Sie alle Extremstellen der Funktion f(z) = (22 — 9)(z2 + 1) im Intervall (-3, 3).

(c) Besitzt die Gleichung (22 —9)(22+1) = —4r eine Lésung im Intervall (—3,3)? Begrlin-
den Sie Ihre Antwort.

2,5 Punkte
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Aufgabe 7.
Seien a € R und
1—2+9a%z®> fallsz <0
fle)=4q 1
14z
Was ist das kleinste n € Ny, so dass f ¢ C"((—1,1))? Hierbei bezeichnet C™((—1,1))
die Menge der reellwertigen Funktionen mit Definitionsbereich (—1,1), die n-mal stetig
differenzierbar sind. Untersuchen Sie, wie die Antwort von a abhangt.

falls x > 0.

2 Punkte
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Aufgabe 8.
Berechnen Sie die Integrale

s

a)/ azx® exp(1 — 2°) da und b)/ sin*(z) cos(z) da.
0 w/2

3 Punkte
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Aufgabe 9.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
Azx =0
mit
1 a —1 0
A=14 2 1 und b= 10
01 1 0
wobei a € R.

(a) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A in Abhangigkeit von a.

(b) Berechnen Sie die Lésungen des linearen Gleichungssystems in Abhangigkeit von a.

3 Punkte
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Aufgabe 10.
Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
6 1 -2
A=|0 6 -2
0 0 4

Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begriinden Sie lhre Antwort.
3,5 Punkte
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Aufgabe 11.
a) Betrachten Sie die Abbildung f: [-1,1] — [-1, 1] gegeben durch

f(z) = ax?/2, a€[-2,2].

Fir welche a € [—2, 2] ist die Abbildung f surjektiv, injektiv, bijektiv?
b) Betrachten Sie die Abbildung &: [0,27] — [—1, 1] gegeben durch

h(z) = cos(3azx), aeR.

Fir welche a € R ist die Abbildung A surjektiv, injektiv, bijektiv?

3 Punkte
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Aufgabe 12.
Seien n € N, A € R™*™ eine invertierbare Matrix und a« € R™, a # 0. Entscheiden und
begriinden Sie, ob die Menge U ein Unterraum von R™ ist:

(@ U={zeR": (a,z) >0},
(b) U= {zeR": [lz]2:= (i |=:f*)* >0},
(c) U={x cR": A1z =0},
(d) U ={z € R": es existiert einy € R"® mitx = A~ 1y}.
4 Punkte
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Aufgabe 13.
Betrachten Sie die lineare Abbildung

X1 8x1 + 2z 4+ 3x3
@:IR3F+]R3: To | — T1 + X2
I3 4$1 + 2:L'3

(a) Geben Sie die zugehérige Darstellungsmatrix an und bestimmen Sie deren Rang.
(b) Berechnen Sie eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen Abbildung.

3 Punkte
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Aufgabe 14.
Seien
1 1 1
U]_ == O 5 U2 = 1 s ’U3 = 2
1 0 3

Vektoren im R3 und U = span{v,v»} ein Unterraum von R3.
Bestimmen Sie die Bestapproximation von vz durch ein Element u* € U.
3 Punkte
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Aufgabe 15.
Beweisen Sie, dass, wenn A eine unitare Matrix ist, alle Eigenwerte von A einen Betrag
von eins haben.
2 Punkte
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