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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéhrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 06.04.2016 von 14—16 Uhr im Hérsaal kl. Phys (1090|334) im 3.
Stock des Rogowski Gebaudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Erganzungspru-
fung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Die Fibonacci-Folge {x} ist durch

r1 =1, xo =1, Tk = Th—1+ Th—2

rekursiv definiert. Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass

n

2
E Ty = TpTn+1
k=1

gilt.
2,5 Punkte
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Aufgabe 2.
(a) Finden Sie alle z € C, die z* = —4 erflllen.

(b) Seien y,z € C. Zeigen Sie, dass

2y ez =yl

eine Aquivalenzrelation definiert. Skizzieren Sie die entsprechenden Aquivalenzklas-

sen in der komplexen Ebene.

1,542 Punkte
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Aufgabe 3.
Es seien zwei Folgen {z,} und {y, } durch

1 und 1-n+n?
Yn = 1+n

T exp(n) cos(mn)

definiert. Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz. Wenn eine Folge konvergiert, zei-
gen Sie dies mittels der Definition von Konvergenz.
3 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Betrachten Sie die Reihe
>
— (1+ )k

Far welche = konvergiert sie? Werten Sie die Reihe fiir die konvergenten Félle aus.

(b) Zeigen Sie, dass die Reihe

M8

(—1)"sin(k) G + exp(—k)> k

e
Il

1

absolut konvergiert.
Hinweis: exp(1) ist ungefahr 2.7183.
2+1 Punkte
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Aufgabe 5.
Sei f:R—Rmit f(z) = |z| + 1+ (1 + |=|)~ L.

(a) Zeigen Sie mittels der e-0-Definition, dass die Funktion f stetig ist.
(b) Geben Sie einen Definitionsbereich D C R an, auf dem f gleichmaBig stetig ist.

(c) Prufen Sie, ob die Funktion Lipschitz-stetig ist und geben Sie gegebenenfalls eine
sinnvolle Lipschitzkonstante an.

2+0,5+0,5 Punkte
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Aufgabe 6.
(a) Finden Sie die erste und zweite Ableitungen von f(z) = (1 + sinz)>.

(b) Finden Sie die Parabel p(z), die sich am besten der Funktion lokal um den Entwick-
lungspunkt 7o = 7 annahert.

(c) SeiI =0, x]. Bestimmen Sie eine sinnvolle Schranke fir den Fehler

max [ f(x) — p(z)|.

xzel

1+1,5+1,5 Punkte
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Aufgabe 7.
Seien a € R und
f(z) =

L falls z > 0.

{1—x+3am2 fallsz < 0
1tz

Was ist das kleinste n € Ny, so dass f ¢ C"((—1,1))? Untersuchen Sie, wie die Antwort
von a abhangt.
4 Punkte
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Aufgabe 8.
(a) Wie viele Extremstellen kann das Polynom

p(z) = asx® + a2 + apx® + a1z + ag
maximal besitzen? Begriinden Sie lhre Antwort.
(b) Finden Sie alle Extremstellen der Funktion f(z) = (2 — 4)(2? — 1) im Intervall (-2, 2).

(c) Besitzt die Gleichung (22 —4)(z% — 1) = = eine Lésung im Intervall (—2,2)? Begriinden
Sie Ihre Antwort.

0,5 + 2 +1 Punkte
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Aufgabe 9.
Berechnen Sie die Integrale
a)
1
/ 2>V1 — xdx
0
b)

e—1
/ arctan(zx) dzx
0

wobei e = exp(1). y s 2 PunK
+ unkte
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Aufgabe 10.

Entscheiden und begriinden Sie, ob die folgenden Teilmengen des R-Vektorraums R3 Un-
tervektorrdume sind.

(@ U, =

(b) Ur =

(c) Us =

U1
U2
U3

U1
U2
U3

(%1
(%
U3

ER3 v +vp=2

ER?”’Ul—i—’Ug:’U:;

ER3|U1:’U20derU1:’U3

1+1+1 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
2 2 2a 4
6 3¢ -3]x=1{3
3 4 2 a

wobei a € R.
a) Fir welche a € R hat das System keine, genau eine, mehr als eine Lésung?
b) Berechnen Sie alle Lésungen fir a = 3.

3,5+0,5 Punkte
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Aufgabe 12.
Seien
0 2 2
V1 = 1 , Uy = 0 , U3 = 0
-1 2 —6

Vektoren im R3 und U = span{vy, v,} ein Unterraum von R3.
(a) Bestimmen Sie die Bestapproximation von vz durch ein Element u* € U.
(b) Zeigen Sie, dass der Residuumsvektor » = vz — u* orthogonal zum Unterraum U ist.

2+1 Punkte
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Aufgabe 13.
Betrachten Sie die lineare Abbildung

T 6x1 + 22> + 3
(pZR3I—>R3Z To | — 1+ X2
T3 4:61 + 23

(a) Geben Sie die zugehérige Darstellungsmatrix an und bestimmen Sie deren Rang.
(b) Berechnen Sie eine Basis des Kerns und des Bildes der linearen Abbildung.

1,5+1,5 Punkte
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Aufgabe 14.
Gegeben sei die Matrix

(a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom von A die Form
pa(\) = —(A = 3)(A +3)?
hat.

(b) Berechnen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. Ist diese Matrix dia-
gonalisierbar? Begriinden Sie ihre Antwort.

2+2,5 Punkte
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Aufgabe 15.
Gegeben sei die Matrix
a 1 0 0
1 -2 1 0
A=lo 1 21
0 O 1 a

Bestimmen Sie die Determinante von A und geben Sie an, fir welche Werte von « die
Matrix regular bzw. singulér ist.
2 Punkte
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