Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 1.

Zeigen Sie per vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

2n
D> (1FE =n(2n+1).

k=1

3 Punkte






Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 2.

Bestimmen Sie die Menge M = {z € C\ {1} : Im(2) = 0} und skizzieren Sie M in
der komplexen Ebene

3 Punkte






Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 3.

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 (n?)
a) lim (1—)
n—00 n

Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass (1 — %)n < % fiir alle n € N gilt.
by I vn+ ¥n
) Jim, 2y/n + 1
241 Punkte






Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 4.

Begriinden oder widerlegen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen.

8) i <2]j<:111>k

k=1

1.5+1.5 Punkte






Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 5.

Betrachten Sie die Funktion
f:Dy =R, f(z)=exp(l—4z?).

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D; der Funktion f.
(b) Berechnen Sie die Nullstellen und mdogliche Kandidaten fiir Extrema.

(c) Geben Sie das maximale Intervall I C Dy an, auf dem f monoton steigend ist, und
bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu f: I — R.

1+2+2 Punkte
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Name:

Matrikel-Nr.:

11

Aufgabe 6.

Bestimmen Sie die Grenzwerte

(a)

(sinz + cosz)? — 1

lim
z—0 xT

241 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 13

Aufgabe 7.
Sei f:]0,00) = R, f(z)=

1
In(z+3) "
Zeigen Sie, dass f stetig ist.

(a
(b

)

) Zeigen Sie, dass f monoton fallend ist.

(c¢) Bestimmen Sie den Wertebereich W} der Funktion f. Begriinden Sie Ihre Antwort.
)

d) Zeigen Sie mithilfe des Mittelwertsatzes, dass es ein L > 0 gibt, welches
( g g
|f(z) — f(y)| < Llz —y| fiir alle z,y € [0, 0)
erfillt.

(e) Begriinden oder widerlegen Sie, dass f gleichméfig stetig ist.
0.5+1+1+1.5+0.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 15

Aufgabe 8.
Betrachte f : [0,1] = R, x> 22e”.
(a) Geben Sie das Taylorpolynom T5(z) 3. Grades zum Entwicklungspunkt zp = 0 an.

(b) Berechnen Sie eine Annéherung fiir e, indem Sie T3(x) an einer geeigneten Stelle
x* auswerten. Geben Sie eine Abschétzung des Fehlers

|f(27) = T(z")]

2-+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

17

Aufgabe 9.

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)

1
/xQ sin(mz) dx,
-1

}—‘"\’J;
_|._
S,
=

24-1.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

19

Aufgabe 10.

Untersuchen Sie, ob das uneigentliche Integral

7exp<\;;ﬁ) .

existiert, und berechnen Sie gegebenenfalls seinen Wert.

2.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

21

Aufgabe 11.
Gegeben sei die lineare Abbildung ¢ : R* — R?,

(211 — 14

(a) Geben Sie die Matrix der Abbildung an und bestimmen Sie deren Rang.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns und des Bildes der Abbildung.
1.54-1.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 23

Aufgabe 12.
Seien

0 2 4
vi=2 , Vg = 3 , V3 = —1
1 4 0

Vektoren im R? und der Teilraum U = span{vy, va} gegeben. Bestimmen Sie die Best-
approximation von vs durch ein Element u* des Teilraums U.

3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 25

Aufgabe 13.

(a) In einer numerischen Simulation werden Funktionswerte o, y1, 42 € R einer Funk-
tion f an den Stellen xg, 1,z berechnet. Wie lassen sich daraus per Newton-
Interpolation Approximationen fiir f(0) und die Ableitung f’(0) berechnen? Geben
Sie explizite Formeln an.

(b) Wenden Sie das Ergebnis auf den Fall

i |0 [1]2
ZT; %1%
vill2]3]1

an, d.h. berechnen Sie die Approximationen fiir f(0) und f(1).

(¢) Angenommen die Funktion f ist dreimal stetig differenzierbar. Wie lautet der In-
terpolationsfehler in (b)?

2+1+1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 27

Aufgabe 14.

Fiir das Integral

/af(a:) dz

mit @ € RT := {z € R; & > 0} soll eine Quadraturformel der Form

I[f] = cof(x0) + c1f(0) + c2f(1)
mit cg, c1, o, g € R, xg # 0, entwickelt werden.

(a) Berechnen Sie ¢y, c1, c2, xo in Abhéngigkeit von a so, dass I[f] den Genauigkeitsgrad
3 hat.

(b) Fiir welche a € R hat die Quadraturformel einen Genauigkeitsgrad > 3 7

24-0.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 29

Aufgabe 15.
Sei

3
I= /sin(ﬂm) dx.
0

(a) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der Mittelpunktsregel.
(b) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der Trapezregel.

(c) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der summierten Trapezregel, wobei
Sie das Intervall [0 1]

’ 2
(i) in drei dquidistante Teilintervalle zerlegen,
(ii) in vier dquidistante Teilintervalle zerlegen.
(d) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der Simposon-Regel.

(e) Fiir welches Ergebnis erwarten Sie den kleinsten Fehler und warum?

0.5+0.54+1+0.54-0.5 Punkte
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